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Mở đầu

Nhiều bài toán trong lĩnh vực vật lý, cơ học được mô tả bởi các

phương trình đạo hàm riêng. Trong các lớp phương trình thì phương trình

cấp cao thông dụng nhất là phương trình cấp hai và cấp bốn và dạng đặc

biệt là phương trình dạng song điều hòa. Bài toán này mô tả các mô hình

trong lý thuyết đàn hồi phẳng, lý thuyết bản mỏng, lý thuyết dòng chảy,

các bài toán phân tích ảnh. Do phương trình song điều hòa có nhiều ứng

dụng trong thực tế nên người ta quan tâm nhiều đến phương pháp giải các

bài toán biên cho phương trình này. Đã có nhiều công trình nghiên cứu

liên quan đến phương trình song điều hòa đã được các nhà khoa học công

bố từ nhiều năm qua. Nhóm tác giả Đặng Quang Á cùng các cộng sự, với

hướng nghiên cứu chủ yếu là đưa bài toán biên song điều hòa phi tuyến với

điều kiện biên thuần nhất về một phương trình toán tử và từ việc nghiên

cứu tính chất co của toán tử đã thu được kết quả về sự tồn tại duy nhất

nghiệm của bài toán biên, từ đó xây dựng các phương pháp lặp dưới dạng

liên tục giải bài toán vi phân. Tiếp tục phát triển phương pháp này, tác

giả và các cộng sự đã nghiên cứu tiếp về các bài toán biên phi tuyến cấp

bốn cho phương trình đạo hàm riêng và đã thu được nhiều kết quả về định

tính cũng như định lượng. Tuy nhiên các kết quả lý thuyết mới chỉ dừng

lại đối với lớp bài toán biên dạng song điều hòa với điều kiện biên thuần

nhất, đồng thời việc nghiên cứu giải số với độ chính xác bậc cao cũng như

việc đánh giá tốc độ hội tụ trên từng bước lưới là chưa được đánh giá đầy

đủ.

Mục tiêu nghiên cứu chính của luận văn là tìm hiểu mô hình bài

toán biên song điều hòa phi tuyến, sự tồn tại duy nhất nghiệm của bài

toán. Nghiên cứu cơ sở lý thuyết giải số bài toán này dựa trên phương
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pháp lặp dạng phương trình toán tử tìm hiểu mô hình sơ đồ lặp, tính chất

hội tụ của các sơ đồ lặp và đồng thời nghiên cứu sự hội tụ của các lược đồ

sai phân cũng như đánh giá tốc độ hội tụ của các lược đồ sai phân theo

bước lưới.

Cấu trúc luận văn gồm 3 chương.

� Chương 1: Trình bày các kiến thức cơ bản về các không gian hàm,

lý thuyết về phương pháp lưới và kết quả xây dựng hệ phương trình

sai phân giải bài toán biên elliptic cấp hai với độ chính xác cấp bốn,

phương pháp giải hệ phương trình sai phân bằng thuật toán thu gọn

khối lượng tính toán. Phương pháp xác định bậc hội tụ của các phương

pháp lặp theo từng bước lưới.

� Chương 2: Trình bày về mô hình bài toán biên song điều hòa phi

tuyến, sự tồn tại duy nhất nghiệm của bài toán, cơ sở lý thuyết xây

dựng các sơ đồ lặp dựa trên phương trình toán tử, các thuật toán chi

tiết dạng vi phân và dạng sai phân tìm nghiệm số của các dạng bài

toán song điều hòa phi tuyến với hệ điều kiện biên Dirichlet.

� Chương 3: Đưa ra một số kết quả tính toán giải số để kiểm tra độ

chính xác của các thuật toán trong Chương 2, đồng thời đánh giá về

bậc hội tụ theo từng bước lưới đối với một số bài toán biên cụ thể.

Các kết quả số được thực hiện trên môi trường MATLAB version 7.0.
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Chương 1

Một số kiến thức cơ bản

Nội dung chính của Chương 1 trình bày một số kiến thức cơ bản về

các không gian hàm, lý thuyết về phương pháp sai phân và kết quả xây

dựng lược đồ sai phân với độ chính xác bậc 4 tìm nghiệm số của bài toán

biên elliptic cấp hai, thư viện chương trình giải số bài toán biên elliptic

cấp hai trên miền chữ nhật. Cơ sở lý thuyết đánh giá bậc hội tụ trên bước

lưới. Đây là các kiến thức và công cụ quan trọng sẽ sử dụng để nghiên cứu

và thực hiện tính toán trong các chương tiếp sau của luận văn. Các kết

quả này đã được tham khảo trong các tài liệu [1, 2, 3, 4, 5].

1.1 Một số kiến thức về không gian hàm

1.1.1 Không gian mêtric

Định nghĩa 1.1. Cho X là một tập khác rỗng. Trên X ta trang bị một

hàm số

d : X ×X → R

(x, y)→ d(x, y),

thỏa mãn các điều kiện sau

1) d(x, y) ≥ 0,∀x, y ∈ X; d(x, y) = 0⇔ x = y;

2) d(x, y) = d(y, x),∀x, y ∈ X;
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3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z),∀x, y, z ∈ X.

Khi đó, d được gọi là một mêtric hay khoảng cách trên X và cặp (X, d) gọi

là một không gian mêtric (đôi khi chỉ kí hiệu là X). Mỗi phần tử của X

sẽ được gọi là một điểm, d(x, y) gọi là khoảng cách giữa hai x và y điểm

trên X.

Định nghĩa 1.2. Dãy số {xn} được gọi là hội tụ đến x0 khi n→ +∞, ký

hiệu lim
n→∞

xn = x0 khi và chỉ khi d(xn, x0)→ 0 khi n→ +∞.

Định nghĩa 1.3. Dãy {xn} là dãy Cauchy hay dãy cơ bản nếu với mọi ε,

tồn tại N(ε) sao cho với mọi m,n ≥ N(ε) thì d(xn, xm) < ε.

Định nghĩa 1.4. Không gian mêtric X được gọi là đủ nếu mọi dãy cơ bản

hội tụ đến một phần tử nào đó thuộc X.

1.1.2 Nguyên lý ánh xạ co

Định nghĩa 1.5 ([1]). Cho (X, d) là một không gian metric. Ánh xạ f :

X → X được gọi là một ánh xạ co trên X nếu và chỉ nếu tồn tại q ∈ [0, 1)

sao cho với mọi x, y ∈ X, ta luôn có

d(f(x), f(y)) ≤ qd(x, y),

trong đó, q được gọi là hệ số co.

Dễ thấy mọi ánh xạ co đều liên tục.

Định lý 1.1 (Nguyên lý ánh xạ co Banach. [1]). Cho f là ánh xạ co trong

không gian mêtric đủ (X, d). Khi đó,

(a) Tồn tại duy nhất x∗ ∈ X sao cho f(x∗) = x∗. Phần tử x∗ được gọi là

điểm bất động của ánh xạ f .

(b) Mọi dãy lặp xn+1 = f(xn), n ≥ 0 xuất phát từ x0 bất kỳ đều hội tụ.

Ngoài ra, ta có các ước lượng sau

d(xn, x
∗) ≤ qn(1− q)−1d(x0, x1), n ≥ 1

d(xn, x
∗) ≤ q(1− q)−1d(xn−1, xn), n ≥ 1.
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1.1.3 Không gian tuyến tuyến tính định chuẩn

Định nghĩa 1.6. Cho X là một không gian tuyến tính, ta đưa vào ánh xạ

ký hiệu là chuẩn X ‖.‖ : X → R thỏa mãn các điều kiện

a. ‖x‖ ≥ 0; ‖x‖ = 0⇔ x = 0;

b. ‖λx‖ = |λ|‖x‖;

c. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖,

với mọi x, y ∈ X. Khi đó cặp (X, ‖.‖), trong đó X là một không gian

tuyến tính, ‖.‖ là một chuẩn trên X, gọi là một không gian định chuẩn

(hay còn gọi là không gian tuyến tính định chuẩn).

Cho X là một không gian định chuẩn. Xét hàm số

ρ : X ×X → R,

xác định bởi ρ(x, y) = ‖x−y‖, với x, y ∈ X. Dễ chứng minh được với định

nghĩa như trên thì ρ là một metric trên X, gọi là metric sinh bởi chuẩn.

Như vậy, không gian định chuẩn là một không gian metric.

1.1.4 Điều kiện Lipchitz

Định nghĩa 1.7. Giả sử f : V → W được gọi là thỏa mãn điều kiện

Lipchitz nếu tồn tại các hằng số Lk ≥ 0 sao cho với mọi yk, zk thì hệ thức

sau đây được thỏa mãn

‖f(x, y1, . . . , yn)− f(x, z1, . . . , zn)‖ ≤ L1‖y1 − z1‖+ · · ·+ Ln‖yn − zn‖,

trong đó L1, L2, . . . , Ln được gọi là các hằng số Lipchitz.

1.2 Lý thuyết về phương pháp sai phân

Phương pháp lưới hay còn gọi là phương pháp sai phân được áp dụng

rộng rãi trên nhiều lĩnh vực khoa học, kỹ thuật. Nội dung chính của nó

là đưa các bài toán vi phân về các hệ phương trình sai phân tương ứng

5



với một sai số phụ thuộc vào phương pháp sai phân. Từ đó nghiệm xấp

xỉ bằng số của các bài toán vi phân được xác định bằng các phương pháp

đại số giải các hệ phương trình lưới. Sau đây chúng ta sẽ xem xét chi tiết

phương pháp lưới áp dụng cho bài toán biên elliptic cấp hai với hệ điều

kiện biên Dirichlet.

1.2.1 Công thức Taylor

Giả sử u(x, y) là một hàm số xác định và có các đạo hàm riêng theo

các biến đến cấp m + 1 trong một khoảng Ω ∈ R2 chứa các điểm (x, y)

và (x+ h, y + k), trong đó h, k là các đại lượng đủ nhỏ có thể dương hay

âm. Khi đó tương tự như hàm 1 biến số, chúng ta có công thức khai triển

Taylor như sau

u(x+ h, y + k) = u(x, y) + h
∂u

∂
+ k

∂u

∂y

+
1

2!

[
h2∂

2u

∂x2
+ 2hk

∂2u

∂x∂y
+ k2∂

2u

∂y2

]
+ · · ·+ o(hm + km).

(1.1)

Về mặt ý nghĩa toán học tính toán thì công thức Taylor, giá trị của hàm

số tại điểm (x + h, y + k) sẽ được được tính qua các giá trị hàm và các

đạo hàm riêng các cấp tại điểm (x, y). Nếu chúng ta giữ đến số hạng chứa

các đạo hàm cấp m thì kết quả tính toán sẽ đảm bảo sai số xấp xỉ một đại

lượng vô cùng bé là o(hm). Sau đây luận văn sẽ đưa ra một số kết quả khi

xậy dựng các phương pháp sai phân dựa trên công thức Taylor.

1.2.2 Lược đồ sai phân cấp bốn giải bài toán biên elliptic cấp

hai

Xét bài toán biên−
∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
+ cu = f(x, y), (x, y) ∈ Ω;

u = g(x, y), (x, y) ∈ ∂Ω, Ω = [a, b]× [c, d].

(1.2)
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